0. П. Зеленяк,
канд. лед. наук, Александрийский коллегиум, Украина
КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ В ГЕОМЕТРИИ*
Задача 7. Параллелограмм.

Найти геометрическое место точек середин всевозможных отрезков, концы ко​торых расположены а) на сторонах АВ и ВС треугольника ABC; б) на противолежа​щих сторонах АВ и CD выпуклого четырехугольника ABCD.
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Искомое г.м.т. в обоих случаях — параллелограмм. Остановимся подробнее на второй задаче.

Зафиксируем точку М на стороне АВ. Середины всевозможных отрезков MN, где точка N пробегает сторону CD, опишут среднюю линию КР треугольника MCD.
Если точка М совпадает с А или В, получим средние линии КгРг и ^^треуголь​ников ACD и BCD. Это крайние случаи. Значит, при перемещении точки М по стороне АВ множество средних линий заполнит параллелограмм К1Р1Р2КГ
Моделирование.

Постановка задачи. Средствами среды программирования моделировать про​цесс построения г.м.т., вычисляя все координаты по математическим формулам.

План моделирования.
Находить координаты середин всевозможных отрезков MN по формулам для координат середины отрезка.

Технология моделирования.
1. Изобразить четырехугольник с координатами вершин (ха, уа), (xb, yb), (хс, ус), (xd, yd) и его диагонали — процедура abcd.
2. В процедуре Paral, параметры которой — шаг и задержка (переменные step nt):
осуществлять перебор пар точек прямых АВ и CD, используя вложенные циклы и производящие параметры (переменные ti, t2). Во внешнем цикле вычислять ко​ординаты хт, ут точек М (фиксация точек прямой АВ); во внутреннем — хп, уп точек N (перемещение по прямой CD);
изображать отрезки MN с некоторым шагом — подчиненная процедура mn (за​держка t — второй параметр процедуры Paral);
изображать середины отрезков MN — элементы г.м.т. с помощью процедуры PutPixel.
Программа  на  Turbo  Pascal.
Uses     Crt,Graph;
{данные:   координаты  вершин   > Const  xa=80;      xb=200;   xc=500;   xd=550; уа=320;   yb=120;   yc=50;      yd=440;
Окончание. Начало см.: Информатика и образование. 2007. № 5, 6.
Procedure ABCD; var Gd,Gm; Integer; begin
Gd:=Vga; Gm;=VgaHi; InitGraph(Gd,Gm, ' ' ) ;
SetBkColor(2); SetColor(15);
Line(xb,yb,xc,yc); Line(xa,ya,xd,yd);   {ВС и AD}
SetLineStyle(0,0,3) ;

Line(xa,ya,xb,yb) ;   Line(xc,yc,xd,yd);
{AB и CD}
SetLineStyle(1,2,1);

Line(xa,ya,xc,yc);   Line(xb,yb,xd,yd);        {AC и BD}
OutTextXY(300,440,'Press Enter'); ReadLn end;
Procedure Paral(step: Extended; t; Integer); var xm,ym,xn,yn,tl,t2s Extended; Procedure MN; begin
Line(Round(xn),Round(yn),Round(xm),Round(ym)) end; begin SetWriteMode(XorPut); SetColor(14); SetPalette(15,16); tl:=0; Repeat xm:=xa+tl*(xb-xa); ym:=ya+tl*(yb-ya); t2:=0; Repeat xn:=xc+t2*(xd-xc); yn:=yc+t2*(yd-yc); PutPixel(Round(0.5*(xm+xn)),Round(0.5*(ym+yn)),14); if Round(ym) mod 10=0 then begin MN;
Delay(t); MN end;
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t2:=t2+step; Until t2>l; tl:=tl+step; Until tl>l; ReadLn;
CloseGraph        / end;
BEGIN ABCD;
ParaKO.01,1000) END.
Задача 8. Пятиконечная  звезда.
Найти геометрическое место точек внутри правильного пятиугольника, каждая из которых является серединой не менее чем трех отрезков с концами на различ​ных сторонах этого пятиугольника.
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Решение.
Рассмотрим правильный пятиугольник АХА2А^АААЪ. Каждая его сторона с одной из смежных сторон и диаго​налью образует треугольник (например, АгА2 со сторо​ной АгАь и диагональю АЬА2), а с двумя смежными сто​ронами и диагональю — четырехугольник (например, АгА2 со сторонами АгАь, А2А3и диагональю А5А3).
Используем результат предыдущей задачи. Ромбы — г.м.т. внутри указанных четырехугольников очевидно пересекаются. Искомое г.м.т. содержит точки, принад-
лежащие по крайней мере трем таким ромбам, которые заполняют пятиконечную звезду (выделена на рисунке). При этом граница звезды, за исключением пяти то​чек, обозначенных кружками (вершин малого правильного пятиугольника), не вхо​дит в г.м.т.
Моделирование.
Постановка задачи. Средствами среды программирования моделировать про​цесс построения г.м.т., вычисляя все координаты по математическим формулам.
План моделирования.
1.
Найти координаты вершин правильного пятиугольника по формулам   х. ж
2л- .    ж,
2k -i
(2п .    яЛ
.   2л • i
r cos-
в*0+ГСО8(Д"1~2"|   =Х0 + ГВ1П—JT-,    у,-у0 + Г81П
i = 1, ..., 7 (для удобства дальнейших вычислений в циклах будем считать, что
2.
Применяя результат предыдущей задачи, имитировать построение искомого
г.м.т. как пересечения пяти параллелограммов (ромбов), каждый из которых —
г.м.т. середин всевозможных отрезков, концы которых расположены на противоле​
жащих сторонах соответствующих равнобедренных трапеций внутри правильного
пятиугольника.
Технология моделирования.
1. Вычислить координаты вершин (элементы массивов х и у вещественного типа с индексами от 1 до 7) и изобразить правильный пятиугольник и его диагонали — процедура Pentagon (центр, радиус описанной окружности и центральный угол за​даны в ней константами).
2. В процедуре intersection (переменные step (шаг), к (коэффициент), t (задер​жка) — параметры):
а)
Создать вложенную процедуру Rhomb, параметры которой а, ь, с, d являются
индексами координат x[i], y[i] вершин равнобедренных трапеций. Координаты
служат параметрами стандартной процедуры Line для построения наклонных от​
резков, заполняющих ромбы. Величина step влияет на расстояние между точками,
а коэффициент к задает расстояние между рядами точек для имитации параллель​
ных прямых.
б)
Вызвать процедуру Rhomb пять раз с подходящими параметрами.

Программа на Turbo Pascal.
Uses Crt,   Graph;
Var    x,y:   Array   [1..7]   of  Extended;
Procedure  Pentagon;   {   r=700,        шаг   0.0005
}
const  x0=320;   y0=262;   r=260;    {   центр  и радиус   }
degree=2*pi/5;
{центральный угол}
var       Gd,Gm,i:   Integer; begin
Gd:=Vga;   Gm:=VgaHi;   InitGraph(Gd,Gm,■•);
SetBkColor(15);   SetColor(12);
SetLineStyle(0,0,3);
МоуеТо(х0,у0-г);
for  is=l  to  7   do
begin
x[i] :ssxO+r*sin(i*degree); y[i]:=yO-r*cos(i*degree); LineTo(Round(x[ij),Round(y[ij)) end;
SetLineStyle (2,1,1);
for  issl  to  5  do
{   диагонали  }
Line(Round(x[i]),Round(y[i]),
Round(x[i+2]),Round(y[i+2])) end;   {Pentagon}
Procedure Intersection (step:Extended; k,t:Byte); Procedure Rhomb (a,b,c,d: Byte); var xm,ym,xn,yn,tl,t2: Extended; begin tl:=0; Repeat
xm:=x[a]+tl*(x[b]-x[a] ); ym:=y[a]+tl*(y[b]-y[a]); t2:=0; Repeat
xn:=x[c]+t2*(x[d]-x[c]) ;
yn:=y[c]+t2*(y[d]-y[c]);
PutPixel(Round(0.5*(xm+xn)),Round(0.5*(ym+yn)),12);
t2:=t2+step;
Delay(t);
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tl:=tl+k*step;
	Until t2>l;
	t

	Until tl>l;
	

	end; {Rhomb}
	

	begin
	

	Rhomb (2, 1, 3,
	4)

	Rhomb (3, 2, 4,
	.5)

	Rhomb (2, 3, 1,
	5)

	Rhomb (5, 1, 4,
	3)

	Rhomb (5, 4, 1,
	2)


ReadLn; CloseGraph end; {Intersection} BEGIN
k, 33,
t } 10)
Pentagon;   { step. Intersection(0.001, END.
Задача 9. Окружность.

Найти геометрическое место середин хорд данной окружности, если прямые, содержащие хорды, проходят через данную точку.

Решение.
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Пусть прямая, проходящая через данную точку К, пересекает данную окружность с центром О в точках М и N. Если А — середина хорды MN, то О A J_ MN, так как диаметр окруж​ности, проходящий через середину хор​ды, перпендикулярен ей.

Все углы OAK прямые, поэтому по замечательному свойству окружности иско​мое г.м.т. — окружность с диаметром ОК.
Моделирование.

Постановка задачи. Средствами среды программирования моделировать про​цесс построения г.м.т., вычисляя все координаты по математическим формулам.

План моделирования.
1. Найти координаты концов диаметра — точек С и D как точек пересечения прямой ОК с окружностью (необязательный шаг).

•j
xk~xo
\{Х-Х0)    +{У-У0)    =Г0                               (х - х)г + (х - хо)2                       ГУк-УоЛ
xk - хо
Ук ~ У о
г
Если k =       _      , то (х - xf (k2 + 1) = г2,    хсв = хо±   г-2
,  yCD = k (xCD -
Xk   x°
ik +1
2. Вычислять координаты переменных точек М данной окружности с помощью тригонометрических функций синус и косинус.
3. Вычислять координаты точек N окружности как точек пересечения прямых МК с данной окружностью радиуса г (см. задачу 1).
4. Находить координаты середин хорд MN, применяя формулы для координат середины отрезка.
Искомое г.м.т. — множество середин отрезков MN.
Технология моделирования.
1. Ввести данные как целочисленные константы: хо, уо, г (окружность), xk, yk (точка К), изобразить окружность и точку — процедура Data.
2. Найти координаты хс, ус, xd, yd концов диаметра CD — процедура coords_c_D.
3. В основной процедуре circles в цикле с выбранным шагом выполнить обход данной окружности (параметр t — длительность задержки). При этом:
вычислять координаты хш, уш точек М и изображать их;

вычислять координаты хп, уп точек N — вложенная процедура coords_N (k, i, a, ь, с, d — промежуточные переменные вещественного типа);

изображать хорду MN — вложенная процедура mn (используется стандартная процедура setwriteMode с параметром xorPut);
рисовать окружность, диаметр, точки О, К, С, D;
изображать середины хорд MN, координаты которых служат параметрами стан​дартной процедуры PutPixel.
Программа на Turbo Pascal.
Паев     Crt,Graph;
Const  xo=320;   yo=240;   r=230;    {данная
окружность        }
xk=170;   yk=180;
{данная
точка:   xkoxo}
Var       x^yc.xd^djXnijyniiXnjynjkjd,!:
Real;
Procedure  Data; var 6d,Gm:   Integer; begin
Gd:=Vga;   Gm:=VgaHi;   InitGraph(Gd,Gm, " );
SetColor(lO);   Circle(xo,yo,r);
FillEllipse(xo,yo,3,3);
FillEllipee(xk,yk,3,3);
OutTextXY(40,440,'Pres s  Enter');   ReadLn end;
Procedure Coords_C_D; begin
k:=(yk-yo)/(xk-xo);
d:=r/Sqrt(l+k*k);
xc:=xo-d;     yc:=k*(xc-xk)+yk;
xd:=xo+d;     yd:=k*(xd-xk)+yk;
{диаметр  CD}
Line(Round(xc),Round(yc),Round(xd),Round(yd));
FillEllipse(Round(xc),Round(yc),4,4);
FillEllipee(Round(xd),Round(yd),4,4); end;
Procedure  Circles(t:   Integer); const  degree=pi/180;
Procedure MN;
begin
Line(Round(xm),Round(ym),Round(xn),Round(yn))
end;
Procedure  Coords_N;
const   eps=0.1;
var L,a,b,c:   Double;
begin
к:=(ym-yk)/(xm-xk); if Abs(xm-xk)>eps then begin
L:=yk-k*xk; a:=k*k+l; b:=xo+k*(yo-L);
c:=r*r-xo*xo-yo*yo+L*(2*yo-L); d:=sqrt(b*b+a*c); -if xm>xk then d;=-d; xn:=(b+d)/a; yn:=k*xn+L end; end; {Coords_N} begin
SetWriteMode(XorPut); SetPalette(10,2); {(10,48)} i:=0; Repeat
xm:=xo+r*cos(i*degree); ym:=yo+r*sin(i*degree); SetColor(2);
Circle(Round(xm),Round(ym),2); Coorde_N; SetColor(14); MN; Delay(t); MN;
PutPixel(Round((xm+xn)/2),Round((ym+yn)/2),14); i:=i+0.5 Until KeyPressed;
FillEllipse((xo+xk)div 2,(yo+yk)div 2,2,2); MN;
ReadLn; ReadLn; CloseGraph end; {Circles}
BEGIN
Data;
Coords_C_D;
Circles(5000) END.
Задача 10. Окружности.
Даны две окружности, пересекающиеся в точках А и В. Через точку В проведе​на произвольная прямая, пересекающая одну окружность в точке М, а другую — в точке N, отличных от общих точек этих окружностей. Найти геометрическое ме​сто центров окружностей, описанных около AMN.
Решение.
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Заметим, что углы Д AMN имеют постоян​ные величины. Действительно, углы AMN W.ANM вписанные и опираются на одну и ту же дугу АВ соответствующей окружности.
Отсюда следует, что все треугольники AMN подобны. Кроме того, углы AKN будут сохра​нять постоянное значение, если К — точка, делящая MN в одном и том же отношении. Следовательно, точка К опишет окружность.
Точка X, делящая АК в одном и том же отношении, будет описывать гомотетичную ей окружность. Центр гомотетии —* точка А, ко​эффициент — АХ/АК. Центр описанной окружности треугольника — точка пересечения серединных перпендикуляров, проведенных к его сторонам, поэтому искомое г.м.т. также окружность.
Моделирование.

Постановка задачи. Средствами среды программирования моделировать про​цесс построения г.м.т., вычисляя все координаты по математическим формулам.

План моделирования.
1. Найти координаты точек А и В  (см. задачу 1).
2. Вычислять координаты точек N окружности Окр (Р, гр) с помощью тригоно​метрических функций синус и косинус.
3. Вычислять координаты точек М окружности Окр (О, го) как точек пересече​ния прямых NB с этой окружностью (см. задачу 1).
4. Находить координаты точек С — центров описанных окружностей треуголь​ников AMN (см. задачу 2).
5. Вычислять косинус угла А по формуле cos A =
|AiWJ-|AiVJ
6. Находить координаты середин сторон AN и AM, применяя формулы для ко​ординат середины отрезка.

Искомое г.м.т. — множество центров С.

Технология моделирования.
1. Ввести данные путем присваивания значений переменным хо, уо, го, хр, ур, гр, изобразить окружности — процедура circles.
2. Найти координаты ха, уа, xb, yb точек пересечения А л В, изобразить точ​ки — процедура Coords_A_B.
3. В процедуре centers в цикле с шагом в один дуговой градус, пока не будет нажата любая клавиша:
вычислять координаты хп, уп точек N;
вычислять координаты хт, ут точек М — вложенная процедура coords_M (k, 1, а, ь, с, d — промежуточные переменные вещественного типа).

изображать перемещение точек М, N по окружностям и треугольники AMN (для рисования и удаления последних применяется процедура setwriteMode) — вло​женная процедура amn;
вычислять координаты хс, ус точек С, центров описанных окружностей, изоб​ражать их — вложенная процедура Center (параметр t этой процедуры — длитель​ность задержки для регулирования скорости вывода движущихся объектов);

находить косинус угла А (величину, которая должна быть постоянной) для на​блюдения за погрешностью вычислений — вложенная процедура cos_a;
вычислять координаты середин сторон AN и AM, описывающие окружности, изображать эти точки.

Программа на Turbo Pascal.
Uses  Crt, Graph;
{д а н н ы е: пересекающиеся окружности} Const xo=135; yo=270; ro=130;
xp=415; yp=230; rp=220; Var  Gd,Gm,x,y: Integer;
xa,ya,xb,yb,xc,yc,xm,ym,xn,yn,xv,yv,xw,yw,
k,L,a,b,c,d,i: Extended;
Procedure  Circles; begin
Gd:=Vga;   Gm:=VgaHi;   InitGraph(Gd,Gm, " );
SetColor(lO);
Circle(xo,yo,ro);   FillEllipse(xo,yo,3,3);
Circle(xp,yp,rp);   FillEllipse(xp,yp,3,3);
SetTextStyle(DefaultFont,HorizDir,2);
OutTextXY(40,440,'Press  Enter');   ReadLn; end;   {Circles}
{вычисление координат точек пересечения окружностей}
Procedure Coords_A_B;
begin
k:=(xp-xo)/(yo-yp);
L:=(rp*rp-ro*ro+xo*xo+yo*yo-xp*xp-yp*yp)/(yo-yp)/2;
a:=Sqr(k)+l; b:=xo+k*(yo-L);
c:=ro*ro-xo*xo-yo*yo+L*(2*yo-L);
d:=Sqrt(b*b+a*c);
xa:=(b-d)/a; ya:=k*xa+L; xb:=(b+d)/a; yb:=k*xb+L;
FillEllipse(Round(xa),Round(ya),4,4);
FillEllipse(Round(xb),Round(yb),4,4) ;
OutTextXY(Round(xa)-15,Round(ya)-30,'A');
OutTextXY(Round(xb)-10,Round(yb)+20,'В');
ReadLn; end; {Coords_A_B}
Procedure Centers(t: Word); const degree=pi/180;
del=#219+#219+#219; var   z: String[7]; {вычисление координат точки М второй окружности} Procedure Coords_M; const eps=0.001; begin
k:=(yb-yn)/(xb-xn);
if Abs(xb-xn)>eps then
begin
L:=yb-k*xb;
a:=Sqr(k)+l; b:=xo+k*(yo-L);
c:=ro*ro-xo*xo-yo*yo+L*(2*yo-L); d:=Sqrt(b*b+a*c); if xm>xb then d:=-d; xm:=(b-d)/a; ym:=k*xm+L end end; {Coords_M}
Procedure AMN;
begin {текущий треугольник AMN}
Line(Round(xn),Round(yn),Round(xm),Round(ym));
Line(Round(xm),Round(ym),Round(xa),Round(ya));
Line(Round(xa),Round(ya),Round(xn),Round(yn)); end; {AMN}
{вычисление координат центра описанной окружности} Procedure Center; begin
k:=(xn-xm)*(ym-ya)-(xm-xa)*(yn-ym); {k=0, если точки М и N совпадают с точкой А} xv:=(xa+xm)/2;  yv:=(ya+ym)/2; xw:=(xn+xm)/2;  yw:=(yn+ym)/2; k: = ( (xw-xv) * (xn-xm) - (yn-ym) * (yv-yw)) /k; xc:=xv+k*(ym-ya); yc:=yv+k*(xa-xm); PutPixe1(Round(xc),Round(yc),14) end; {Center}
Procedure Cos_A; {вычисление косинуса угла А}
var AM,AN,scalar,ratio: Extended;
begin
AM:=Sqrt(sqr(xm-xa)+sqr(ym-ya)); AN:=Sqrt(sqr(xn-xa)+sqr(yn-ya)); scalar:=(xm-xa)*(xn-xa)+(ym-ya)*(yn-ya); ratio:=scalar/(AM*AN); Str(ratio:l:4, z);
SetColor(14); OutTextXY(40,40, z); end; {Cos_A} begin {Centers}
SetWriteMode(XorPut);
SetPalette(10,48);
{(10,2), (10,16)}
i:=0;
Repeat
{   обход большей окружности   }
{вычисление координат точки N первой окружности} xn:=xp+rp*cos(i*degree); yn:=yp+rp*sin(i*degree);
PutPixel(Round(xn),Round(yn),15); Coords_M; PutPixel(Round(xm),Round(ym),2); {изображение треуг. и центра описанной окр. } Center; Cos_A;
AMN; Delay (t); AMN;  { AMN;}
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{середины сторон треуг. описывают окружности} PutPixel(Round((xa+xn)/2),Round((ya+yn)/2)#5); PutPixel(Round((xa+xm)/2),Round((ya+ym)/2),5); SetColor(O);
OutTextXY(40,40,del+del+del);
-0.2570
i:=i+0.333  {i:=i+5} Until KeyPressed; ReadLn; CloseGraph end; {Centers}
BEGIN
Circles;
Coords_A_B;
Centers(5000) END.
Задачи для самостоятельного решения
1. Найти координаты и изобразить центр масс треугольника, прямоугольника.
2. Найти координаты и изобразить центр вписанной в треугольник окружнос​ти, вписанную окружность и ее радиусы.
3. В произвольный прямоугольный треугольник ABC вписана полуокружность радиуса р, касающаяся катетов и имеющая центр на гипотенузе АВ. Окружности с центрами в вершинах А и Б и радиусами, равными Ь и а, пересекают ее в точках N и К соответственно. Проведенные через точки N и К перпендикуляры к гипотену​зе пересекают катеты ВС и СА в точках L и М. Тогда CL = СМ = lft р и KN > ML [3]. Считая, что Ь и а заданы, построить конфигурацию и провести вычислительный эксперимент, проверяя указанные равенства и неравенство для отрезков.
4. Найти г.м.т., сумма расстояний от каждой из которых до двух данных точек А и В постоянна (эллипс).
5. Найти г.м.т., расстояния которых до двух данных точек А ж В относятся как т : п (окружность Аполлония).
6. Найти г.м.т. пересечения медиан треугольников, которые имеют общую сто​рону, а множество противолежащих им вершин образует произвольную фигуру F (фигура F', гомотетичная фигуре F с коэффициентом Уз и центром М, где М — середина общей стороны).
7. Стороны АС и ВС треугольника ABC делятся точками М и N в одном и том же
AM     CN
отношении:
— —г = k. Найти г.м.т. середин отрезков MN для всех положитель-

iVZC       iVjd
ных значений k (средняя линия треугольника ABC, параллельная стороне АВ).
Литература

1. http://www.meta-psych.fatal.ru/EdSystem/EdSystemPlanimetr/index.php
2. Зеленяк О. П. Практикум программирования на Turbo Pascal. Задачи, алгоритмы и решения. 2-е изд. СПб.: ООО «ДиаСофтЮП», 2002.
3. Мавло Д. П. Прямоугольный треугольник: вписанная полуокружность и равные (не​равные) отрезки // Математика в школах Украши. 2006. № 30(150).
4. Основы информатики и вычислительной техники: Проб. учеб. пособие для средних учеб. заведений: В 2 ч. Ч. I /Под. ред. А. П. Ершова, В. М. Монахова. М.: Просвещение, 1985.
5. Препарата Ф., Шеймос М. Вычислительная геометрия: Введение. М.: Мир, 1989.
6. Шарыгин И. Ф. Математика. 2200 задач по геометрии для школьников и поступаю​щих в вузы. М.: Дрофа, 1999.










